Feladatgyűjtemény a többszektoros nemzetgazdasági elemzésekhez és modellekhez 4. rész by Révész, Tamás
a 2017/5/2 Kutatási beszámoló 2.része  
Közszolgáltatások közgazdasági és irányítási kérdéseinek  
(oktató, továbbképző és kutató) Központja Alapítvány 











FELADATGYŰJTEMÉNY A TÖBBSZEKTOROS 











Bevezetés a Negyedik Rész feladataihoz ............................................................................. 4 
16. fejezet – A klasszikus közgazdászok által elemzett L-gazdaság jellemzői .................... 5 
17. fejezet – A makrogazdasági egyensúly klasszikus elemzései egy L-gazdaságban ........ 9 
18. fejezet – Hosszú távú (stacionárius) egyensúly technológiai választék esetén ............ 19 
19. fejezet – A stacionárius egyensúly Neumann-féle modellje ........................................ 23 








FELADATGYŰJTEMÉNY A TÖBBSZEKTOROS 
NEMZETGAZDASÁGI ELEMZÉSEKHEZ ÉS MODELLEKHEZ 
 
KIVONAT 
A gyűjtemény a Zalai Ernő 2011-2012-ben megjelent Matematikai Közgazdaságtan I-II. 
kötetein alapuló “Bevezetés a makroökonómiai modellezésbe” c. tantárgyhoz készült. A 
feladatokon kívül tartalmazza azok megoldásait, esetenként megoldásvázlatait. A számítási 
feladatok megoldásainál sokszor hivatkozik (főleg Excel-formátumi) segéd-file-okra is, ahol 
nemcsak ellenőrizhetők a megoldások, hanem a paraméterek és egyéb beállítások (opciók) 
változtatásával mennyiségileg illetve minőségileg többé-kevésbé eltérő példák is 
konstruálhatók. Az Excel-file-okban bemutatott megoldások különösen hasznosak lehetnek 
azon esetekben, amikor a megoldás nem adható meg zárt rekurzív képletekkel, hanem csak 
valamilyen iterációs algoritmussal oldható meg a feladat (például a sajátértékfeladatok, a RAS 
kétirányú arányosítási feladat, vagy a lineáris és nemlineáris programozási feladatok). Ezekben 
az esetekben az Excel-file-okban található iterációs képletek vagy (például a Solver add-in) 
beállításai is sok haszos információval szolgálhatnak a hallgatóknak. 
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Bevezetés a Negyedik Rész feladataihoz 
 
A feladatgyűjtemény a Zalai Ernő 2000-ben megjelent Matematikai Közgazdaságtan és 
2011-2012-ben megjelent Matematikai Közgazdaságtan I-II. kötetein alapuló “Bevezetés a 
makroökonómiai modellezésbe” c. tantárgyhoz készült. Immár több évtized szemléltető és 
dolgozatpéldáit foglalja össze. A feladatok nagy száma miatt jelen gyűjtemény csak az utóbbi 
mű II. kötetének “Negyedik Rész”-éhez tartozó feladatokat és azok megoldásait (egyes 
esetkben csak megoldásvázlatait) foglalja magába. Mivel a fenti kurzus a IV. Résznek a 17.4.-
17.5., 18.1.-18.3., 19.3.-19.4. és 20.4. alfejezeteket nem tartalmazza, a könyv ezen részeihez 
csak egy-két feladat tartozik a jelen feladatgyűjteményből. 
Az “Első Rész” a “Második Rész” és a “Harmadik Rész” feladatai már korábban 
megjelentek. Az összes részhez tartozó “Igaz – Hamis” feleletválasztós feladatok publikálása 









Mi a bázistermékek és a létfenntartó termékek viszonya?  
Ha vannak Sraffa-féle bázistermékek, azok nyilván létfenntartó termékek, de fordítva ez 
nem igaz. Lehet ugyanis olyan létfenntartó termék, amelyet csak a munkások fogyasztanak, s 
nincs rájuk szükség a termelésben sem. Az utóbbi termék a Sraffa-féle osztályozásban ’luxus-
terméknek’ minősülne, nálunk viszont nem. Ami viszont a mi osztályozásunkban luxustermék, 
az a Sraffa-féle osztályozás szerint is az lenne. 
 
16.2. feladat  
Bizonyítsa be, hogy ha a munka nélkülözhetetlen és léteznek olyan p  0 (nemnegatív) árak 
és w > 0 (pozitív) bérráta, hogy fennáll a  p  pA + wl   egyenlőtlenség, akkor p > 0, azaz 
minden ár szükségképpen pozitív ! 
Bizonyítás: Mivel p  0, w > 0 és a munka nélkülözhetetlen (ami miatt l  0), ezért p-nek 
legalább egy komponense szükségképpen pozitív. Tegyük fel, hogy nem minden eleme pozitív. 
Ekkor az áruk indexhalmazát két részre bonthatnánk, p nulla (I1) és pozitív (I2) elemei szerint. 
Bontsuk fel ennek megfelelően az árakra fennálló összefüggést is: 
 0  p2A21 + wl1, 
 p2  p2A22 + wl2. 
A kapott összefüggésekből egyszerűen adódik, hogy A21 = 0 és l1 = 0 lehet csak, ami – ld. 
a 6.4.1. tételt a II. részben – azt jelentené, ellentétben kiinduló feltevésünkkel, hogy a munka 
nélkülözhető (a gazdaság teljesen automatizálható). A tételben jelzett p tehát csak határozottan 




16.3. feladat  
Bizonyítsa be, hogy ha a munka nélkülözhetetlen, akkor egy tiszta árutermelést folytató 
gazdaság közvetlen ráfordítási együttható mátrixa szükségképpen produktív ! 
Bizonyítás: A 16.3.1. tételből tudjuk, hogy feltevéseink mellett p > 0 szükségképpen. Mivel 
pedig p  pA és p > 0, ezért p > pA minden  > 1 esetén. A PerronFrobenius-tételek 
következtében tehát A domináns sajátértéke, (A)  1. Már csak azt kell megmutatnunk, hogy 
(A) nem lehet 1 sem. Ezt indirekt úton igazoljuk. Tegyük fel, hogy (A) = 1. A fenti tételekből 
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azt is tudjuk, hogy az 1 domináns sajátértékhez található nemnegatív x sajátvektor. Az x = Ax 
sajátérték-egyenlet mindkét oldalát p-vel beszorozva azt kapjuk, hogy 
 px = pAx. 
A tiszta árutermelés alapfeltételét x-tel beszorozva viszont azt kapjuk, hogy 
 px  pAx + wlx. 
Az utóbbi két feltétel egyidejű fennállása, valamint x és l nemnegativitása (sőt, legalább 
félig pozitivitása) miatt lx = 0 szükségképpen. Tehát az l vektor minden olyan komponensének 
nullának kell lennie, amely esetén x komponense pozitív, és fordítva. Az x = Ax és az lx = 0 
egyenlőségek egyidejű fennállása viszont, kiinduló feltevésünkkel ellentétben, a munka 
nélkülözhetőségét jelentené. Tehát (A) < 1 szükségképpen. (lásd a könyv 433. oldalát!) 
 
16.4. feladat  
Igazoljuk, hogy ha A produktív, akkor a teljes körű ráfordítási együtthatók Â mátrixa 
produktivitásának szükséges és elégséges feltétele:  l0 + l(E  A)1c0 < 1! Mi ennek a feltételnek 
a közgazdasági jelentése?  
Most megmutatjuk, hogy a mátrixok produktivitásának szükséges és elégséges feltétele:  
l0 + l(E
 – A)1c0 < 1. Számítsuk ki (E    Â) inverzét az alábbi partícióban: 

















 Válasszuk először generáló blokknak az (EA) mátrixot, amelynek létezik inverze, 
és az nemnegatív, mivel A feltevésünk szerint produktív. Ekkor az elemi (bázis) transz-
formáció első lépését végrehajtva azt kapjuk, hogy 





















 Ebből már kiolvasható állításunk helyessége, mert a bal felső sarokban levő elem po-
zitivitása szükséges és elégséges feltétele annak, hogy generáló elemnek választva be-
fejezzük az elemi (bázis) transzformációt. (lásd a könyv 436-437. oldalait, valamint a 435., 
568-569. oldalait!) 
 
16.5. feladat  
Mi következik a teljes körű felhasználási együtthatók (A + sv◦l) módon képzett mátrixára a 
munka nélkülözhetetlenségének feltevéséből, illetve abból a feltevésből, hogy minden termékre 
szükség van, közvetlenül vagy közvetve, a végső felhasználási igények kielégítése céljára 
(nincs öncélú termelés)? Bizonyítsa be az állítását!    
Irreducibilis. A bizonyítást (16.4.4. tétel) lásd a könyv 441. oldalán: 
 7 
„Indirekt úton bizonyítunk. Nézzük például a teljes körű ráfordítási együtthatók (A + cs◦l) 
mátrixát, és tegyük fel, hogy reducibilis, azaz létezik (a termelőágakat szükség szerint 
újrarendezve) az alábbi négyzetes felbontása:  
 I1 I2 
I1 A11 + c1
s◦l1 A12 + c1
s◦l2 
I2 0 A22 + c2
s◦l2 
 
Mivel feltevésünk szerint A21 + c2
s◦l1 = 0 és az együtthatók nemnegatívak, ebből következik, 
hogy A21 = 0 és c2
s◦l1 = 0 szintén nemnegatív. Ahhoz, hogy a c2
s◦l1 diadikus szorzat értéke a 0 
mátrix legyen, ahhoz az kell, hogy valamelyik tényezője a nulla vektor legyen. l1 nem lehet 0, 
mert akkor I1 egy olyan független ágazatcsoport lenne, amelynek a működéséhez nincs szükség 
munkaerőre. De c2
s
 sem lehet 0, mert akkor meg az I2 ágazatcsoport termékeire nem lenne 
szükség a munkaerő újratermeléséhez közvetlenül (c2
s
 = 0), de közvetve sem, mert A21 = 0. 
Ellentmondásra jutván, állításunkat igazoltuk. Hasonlóképpen bizonyíthatjuk az (A + sv◦l) 
mátrix esetén az állításunkat.  Q.E.D.”  
 
16.6. feladat  
a) Legyenek adott egy I-0 modell A és D ráfordítási együtthatókkal! Mikor mondjuk, hogy 
az elsődleges erőforrások nem nélkülözhetők, és milyen szerkezeti következményei vannak?  
az elsődleges erőforrások akkor nélkülözhetetlenek, ha Dq  0 (nullától különböző), 
valahányszor  > 0, q  0 és q   ·Aq, azaz a termelés pozitív szinten megújítható. 
az elsődleges erőforrások akkor és csak akkor nélkülözhetők, ha D = 0, vagy ha az A és D 
mátrixoknak (szükség esetén az ágazatok sorrendjét átrendezve) létezik az alábbi szerkezetű 
felbontása:  
 I1 I2 
I1 A11 A12 
I2 0 A22 
 0 D2 
 
b) Adjon meg olyan (lehetőleg minimális) feltéteteket a ráfordítási együtthatókra, amelyek 
esetén léteznek hatékony tevékenységek a fenti technológiában!   
Pl. A produktív, D  0, és az elsődleges erőforrások nélkülözhetetlenek, azaz 1D(E  A)1 
> 0 vagy 1D > 0. 
c) Mondja ki az erős produktivitás, a hatékonyság és a jövedelmezőség kapcsolatára 
vonatkozó, a fenti modellben érvényes tételt!   
Legyen A  0 produktív, D  0, és legyenek az elsődleges erőforrások nélkülözhetetlenek. 
A fenti együtthatókkal adott I-O technológiában minden lehetséges tevékenység hatékony, és 
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ezekhez ugyanazok a (reguláris) hatékonysági árak tartoznak. 
d) Ismertesse vázlatosan a fenti tétel bizonyítását!  
A hatékonysági áraknak eleget kell tenniük a p = pA + rD non-profit összefüggésnek.  
Legyen r tetszőleges pozitív vektor! Mivel A produktív és az elsődleges erőforrások nem 
nélkülözhetők létezik 
  p = rD(E  A)1 > 0, és p képzési szabályából adódóan p = pA + rD. 
A kapott feltételeket másképpen felírva:  







































= 0 minden x  0 esetén. 
A (p, r) árrendszer minden eleme pozitív, és ezen árak mellett bármely lehetséges 
tevékenység nyeresége nulla, ami azt jelenti, hogy minden lehetséges tevékenység maximális 
nyereséget ér el, azaz mind hatékony. 
 
16.7. feladat  
 a) Legyenek az A produktív mátrix  
 I1 I2 
I1 A11 A12 
I2 A21 A22 
partíciójában az I1 indexhalmazba tartozó ágazatok termékei bázistermékek. Bizonyítsa 
be, hogy A21 = 0 és az A11 négyzetes mátrix irreducíbilis! 
Bizonyítás:  
a) Ha A21–nek volna pozitív eleme, akkor az ahhoz a sorhoz tartozó input-termékre is 
szükség lenne a javak előállításához, tehát az is bázistermék lenne. Ez ellentmond a kiinduló 
feltevésnek, azaz, hogy nem bázistermék (I2-be tartozik), Tehát A21 = 0. 
b) Ha A11 reducibilis lenne, akkor lennének benne olyan termékek, amelyek nem lennének 
szükségesek a többi bázistermékek előállításához, tehát nem lehetnének bázistermékek. 
b) Bizonyítsa be, hogy 1A12(E  A22)1 > 0, azaz az I2 indexhalmazba tartozó luxustermékek 
mindegyikéhez tényleg szükség van, közvetlenül vagy más luxustermékek felhasználásán 
keresztül, közvetítve, az I1 indexhalmazba tartozó bázistermékekre!  (2p) 
Ez a jegyzet 171. oldalán feladott és az előadáson bizonyított állítás.  
Bizonyítás: Az 1A12 (E  A22)1 =1A12+1A12A22 +1A12A222 +…+1A12A22n +… Neumann-
soros felbontásból látható, hogy ha 1A12(E  A22)1 = 0 lenne, az csak úgy lehet, ha a sor első 










a) Mik a Smith-féle egyszerű árutermelő gazdaság modelljének alapfeltevései? 
Nincs tőke, bérmunka, fogyasztás a munkával arányos 
b) Írja fel a modellnek az egyensúlyi árait meghatározó alapösszefüggését ! 
p = p(A + sc◦l), psc = 1, 
c) Bizonyítsa be, hogy a Smith-féle egyszerű árutermelő gazdaság x = Ax + φscl0 
egyensúlyának naturális feltételeit l0=1 egységnyi munkaórára értelmezve, az x vektor az  
Â(φ) = (A + φsc◦l) mátrix 1 sajátértékéhez tartozó jobb oldali sajátvektor! 
x = Ax + scl0 = (A + sc◦l)x  , aminek két vége összevetéséből olvasható le az állítás.  
d) Mi a jelentése  -nak? 




a) Írjuk fel a termelési árak Ricardo–Sraffa-féle meghatározását névleges bérek esetén! 
p = pA + wl + pA = (1 +)pA + wl  (Könyv 448. oldal 17.2.1. képlet) 
b) Hogyan írható fel a termelési árak fenti meghatározása a Smith féle „bérmunka egyenértékes 
árak”-kal? 
pw = pwA + l + pwA = (1 +)pwA + l  (Könyv 453. oldal) 
c) Legyen adott a reálbéreket meghatározó c termékkosár! Mi lesz a ricardói termelési árak 
meghatározása ebben az esetben (továbbra is egyidőszakos megtérülést feltételezve)? 
p = p[(1 + )A + ssc◦l] = p[Ă(s) + A] (Könyv 522. oldal) 
d) Mi lesz a reálbéreket meghatározó c termékkosár esetén a marxi termelési árak meghatáro-
zása ebben az esetben (továbbra is egyidőszakos megtérülést feltételezve)? 




Végig névleges béreket és egyidőszakos megtérülést feltételezünk! Írjuk fel a jegyzetben 
használt jelölésekkel (nem kell ismertetni jelentésüket!) a termelési árak   
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a) Írjuk fel a termelési árak Marx–Leontief-féle meghatározását névleges bérek mellett, mind 
általános, mind egyidőszakos tőkemegtérülés esetére! 
általános tőkemegtérülés esete: 
 p = pA + wl + (pBc + wbv) = p(A + Bc) + w(l + bv) 
egyidőszakos tőkemegtérülés esete:  
 p = pA + wl + (pA + wl) = (1 +)(pA + wl) 
b) Írjuk fel a termelési árak Ricardo–Sraffa-féle meghatározását! 
p = pA + wl + pA = (1 +)pA + wl  (Könyv 448. oldal 17.2.1. képlet) 
c) Milyen közös feltétellel lehet biztosítani azt, hogy a tőke ne legyen nélkülözhető? 
 vannak bázistermékek, azaz 1A(E – A)1 > 0 
d) Mik lesznek a pozitív árak, bér- és profitráta létezésének szükséges és elégséges feltételei? 
 A produktív és a munka nem nélkülözhető 
e) Mikor lesz a pozitív bérrel összeegyeztethető profitráták felső határa véges? 
 ha az állandó tőke nem nélkülözhető, amit szavatol például a bázis javak létezése  
 
e) Mi lesz egyidőszakos tőkemegtérülés esetén a kapcsolat azonos árszint (pl. p1 = 1) mellett 
a kétféle termelési ár (pS és pM) ill. bérszintek (wS és wM) között? Igazoljuk is! 
 p = wSl[E (1 +)R]1 = (1 +)wMl[E (1 +)A]1   az árak megegyeznek 
wS = (1 +)wM 
 
17.4. feladat 
 a) Írjuk fel a termelési árak Ricardo–Sraffa-féle meghatározását névleges bérek esetén! 
p = pA + wl + pA = (1 +)pA + wl  (Könyv 448. oldal 17.2.1. képlet) 
b) Adott bérráta esetén milyen (minimálisan) elégséges közgazdasági-matematikai feltevések 
mellett léteznek és pozitívak a fenti egyenletet kielégítő árak? Hogyan kapjuk meg őket? 
Ha az (1 +)A  produktív, a munka nem nélkülözhető.  
 p = wl[E (1 + )A]1  (Könyv 450. oldal 17.2.3. képlet) 
c) Hogyan írhatók fel a termelési árak ’keltezett’ munkaráfordítások diszkontált 
jelenértékeként? 
p = wl + (1 +)wlA + (1 +)2wlA2 + (1 +)3wlA3 + ...   (Könyv 459. oldal) 
d) Írja fel a termelési árakat egy tőkeérték-arányos és egy munkaérték-arányos tag összegére 
felbontó, a Ricardo-Sraffa modellből levezetett képletet ! 
p = pA(E  A)1 + wl(E  A)1  (Könyv 458. oldal 17.2.6. képlet) 
e) Az előbbi képlet átrendezésével milyen alternatív módon határozhatjuk meg az árakat a bér- 
és profitráta függvényeként? 




A Ricardo-Sraffa féle modell névleges béreket használó változatában hogy írhatjuk fel 
(vezesse le az alapképletből) a termékek termelési árait a ’keltezett’ munkaráfordítások 
profitrátával diszkontált jelenértékeként?  
A termelési árak (17.2.3) p = wl[E (1 + )A]1 megoldó képletében (könyv 450. oldal) 
szereplő Leontief-inverz mátrix Neumann-sorát kibontva az alábbi meghatározást nyerjük a 
termelési árakra: 
 p = wl + (1 + )wlA +(1 + )2wlA2 + (1 + )3wlA3 + ... . 
Könyv 459. oldal: „Erre az érdekes összefüggésre, amely a termelési árakat az 
előállításukhoz közvetlenül és közvetve kifizetett bérekkel, azaz a munkaráfordítások 
diszkontált jelenértékeként határozza meg, szintén Ricardo hívta fel először a figyelmet. Ebben 
az első tag, wl a termelés utolsó szakaszában felhasznált „élőmunka” költsége. A t > 1 esetben 
kapott további, (1 + )twlAt alakú kifejezések pedig a termelés megelőző periódusaiban 
felhasznált, a termelési eszközökben megtestesült „holtmunkáknak” (lAt) a  profitrátával 




Mit nevezünk egy technológiai alrendszer profit-potenciáljának és miért? 
Az A mátrix valamely Ajj négyzetes alrendszerének (főminor mátrixának) profit-
potenciálja az a   =  j valós szám, amely esetén az {(1 +)Ajj +  ssjc◦lj} együttható mátrix 
domináns sajátértéke 1”. Mivel ez feltételezi, hogy az alrendszer által felhasznált többi termék 
ára 0, így érhet el maximális jövedelmet. 
 
17.7. feladat 
Mit nevez Marx változó tőkének, és miért ezt a jelzőt használja?  
A klasszikusok a forgótőkék között figyelembe vették a munkások fogyasztásával kap-
csolatos (bérek részbeni megelőlegezése, a munkások által fogyasztott áruk forgalmazása miatt 
szükséges) tőkelekötéseket is. Ezt nevezte Marx változó tőkének, szemben a termelési eszközök 
megelőlegezésére szolgáló állandó tőkével. Ez utóbbi megkülönböztetésre csak a bér és a 
profitráta közötti összefüggés elemzése során lesz szükségünk. 
Marx értékelméletében megkülönbözteti a munkaerő árut és az általa kifejtett munkát. Nála 
az egyedüli értékalkotó az emberi munka, amely egyrészt átviszi (megőrzi) a termék értékébe 
az előállítása során elhasznált termelési eszközök értékét, másrészt új értéket ad hozzá (hozzá-
adott érték). A tőkések a munkaidő hosszának és/vagy intenzitásának növelésével a megvásá-
rolt munkaerőt több munka kifejtésére késztetik, mint amennyit az újratermeléséhez szükséges 
fogyasztás előállítása igényel. Mivel a munkaerő értékét ez utóbbi határozza meg, ami tehát 
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kisebb, mint a kifejtett munkája. Ezért a saját értékénél nagyobb több új munkával növeli meg 




Mit neveztünk létfenntartó bérrátának?  
Könyv 239. oldal: „Ez a klasszikus közgazdászok elemzéseinek szokásos feltevése: a 
béreket teljes egészében fogyasztásra fordítják (létfenntartó bérek), a tőkejövedelmeket pedig 
mind megtakarítják. Ilyenkor az sc vektort az egyórányi munkaerő újratermeléséhez szükséges 
fogyasztásnak, egyidejűleg a reálbéreket meghatározó fogyasztói kosárnak tekintjük.” 
Könyv 658-659. oldal: „az egy munkaórára eső szükséges fogyasztás cs = ssc fogyasztási 
kosárral adott, ahol s potenciálisan változó is lehet. Létfenntartó bérek feltételezése esetén s 
egyúttal a reálbér szintje.”   
  
17.9. feladat 
Adja meg az alábbi fogalmak definícióját: 
a) bázistermék: olyan termékek, amelyekre – közvetlenül vagy közvetve – minden más 
termék előállításához szükség van. 
b) létfenntartó áruk: a munkaerő és mindazok a közönséges áruk, amelyek a munkaerő 
újratermeléséhez elengedhetetlenül szükségesek 
c) bérmunka egyenértékes árak: pw = p/w , azaz az árak abban kifejezve, hogy mennyi 
munkát lehet vásárolni értük. 
d) (Sraffa féle) standard árukosár: Olyan s  0 vektorral reprezentált termékkosár, 
amelyre s = (1 + s)As azaz az A mátrixhoz tartozó nemnegatív (jobboldali) s 
sajátvektor. 
e) profit potenciál: éves tőkemegterülés és csak állandó tőkék esetében az (Ajj,  lj) 
együtthatókkal adott j-edik alrendszer profitpotenciálja  j = (1 – j)/j, ahol j = 
(Ajj) az Ajj együttható mátrix domináns sajátértéke. 
f) termelési árak: hosszú távú egyensúlyi árak, amelyek az elhasznált termelési 
eszközök költsége felett a lekötött tőkék értékével (pB) arányos nyereséghez 
juttatnak minden termelőt 
g) (marxi) változó tőke: A változó tőke a munkaerő foglalkoztatása miatt 
megelőlegezett tőkerész. Marx egyedül az emberi munkát tekintette értékalkotónak, 
amely egyrészt, mint hasznos munka, átviszi a termék értékébe a felhasznált 
termelési eszközök értékét (értékmegőrzés), másrészt, mint absztrakt, értékteremtő 





Bizonyítsa be, hogy a  psc = 1  árszintnormalizálás mellett a Smith-féle egyszerű árutermelő 
gazdaság p = pA + l egyensúlyi árai az  Â() = (A + sc◦m) mátrix 1 sajátértékéhez tartozó 
bal oldali sajátvektor! 
Ha a psc = 1, akkor   l = (psc)l = p(sc◦l),  
és az egyensúlyi árakat meghatározó összefüggést átírhatjuk az alábbi sajátérték-formába: 
p = p(A + sc◦l), psc = 1 amiből a PerronFrobenius-féle tételek alapján egyszerűen 
kiolvasható, hogy egyensúly esetén 1 szükségképpen a teljes körű ráfordítási együtthatók Â() 
= (A + sc◦l) mátrixa sajátértéke, ugyanis az egyensúlyi árak vektora nem más, mint az Â() 
mátrix ezen 1 sajátértékéhez tartozó bal oldali sajátvektor.” 
 
17.11. feladat 
Hogyan jelenik meg a végső felhasználás illetve a hozzáadott érték a zárt Input-Output 
(ÁKM-) modellekben? Egy konkrét példán mutassa meg, hogy lehet az erre vonatkozó 
paramétereket számszerűsíteni (kalibrálni) egy ilyen volumen- és ármodellhez!  
Könyv 129-130. oldal: „Az ilyen modellekben a fogyasztás, a felhalmozás és az export is 
közvetlenül az elhasznált javak újratermelését szolgáló ráfordítás. Ezért is jelöljük a ráfordítási 
együtthatók mátrixát, a nyílt modellétől eltérően, Ā-val. 
Egy ilyen zárt modell legegyszerűbb változatához a nyílt modell alapegyenleteinek alábbi 
átalakítása révén juthatunk el:  
 x = Ax + ysv,         y = cx,   (SZP-2) 
 p = pA + kc,          k = psv,   (SZD-2) 
ahol y a hozzáadott érték (GDP) és egyúttal a végső felhasználás szintje, k pedig az árszintet 
meghatározó skalárváltozó, sv a végső felhasználás összetétele, c a reálértékben kifejezett 
fajlagos hozzáadott értékek (az elsődleges erőforrások költségének) vektora.  
A kapott primális és duális egyenleteket egybefogva, összevont vagy kibővített formában, 
megkapjuk egy zárt input-output modell egyenleteit. Összevont formában: 
 x = (A + sv◦c)x = Āx, 
 p = p(A + sv◦c) = pĀ, ” 
„A klasszikus közgazdászok (Adam Smith) által bevezetett kisárutermelő gazdaság 
modelljében az egyetlen elsődleges erőforrás a munkaerő, nincs tőke és így felhalmozás sem. 
Ennek következtében a fogyasztás egészét a munkaerő újratermelésének ráfordításaként 
kezelhetjük”.  
Ily módon az alábbi zárt input-output modellhez jutunk: 
 x = Ax + scl = (A + sc◦l)x = Āx, 
 p = pA + wsc = p(A + sc◦l) = pĀ, 
ahol l = lx a felhasznált munkaórák száma, sc az egy munkaórára eső fogyasztás, és  
w = p sc az egy munkaórára jutó fogyasztás ára (kvázi a munkaérték), az árszintet 
meghatározó skalár. 
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A modell kalibrálása, azaz paramétereinek kiszámítása egy megfigyelt (egyensúlyinak 
feltételezett) kiinduló helyzetből az alábbi sorrendben történhet (a vetítőlapok és az előadás 
alapján): 
w = y/l , ahol y a megfigyelt összes végső felhasználás (általában y = cx = py , ami az árakat 
1-ről indítva a kiinduló helyzetben az y = 1’y fennállását is jelenti), l pedig a megfigyelt összes 
felhasznált munkaóra, 
l = c/w , ahol c a megfigyelt hozzáadott érték fajlagosok (ellenőrizhető, hogy l x = l), 
sc = y/l (ellenőrizhető, hogy p sc = w) 
 
17.12. feladat 
Tekintsük a Ricardo-Sraffa-féle (egyidőszakos) termelési árak meghatározását, és tegyük 
fel, hogy léteznek bázistermékek és a munkaerő nélkülözhetetlen! 
 
a) Válasszuk meg a Sraffa féle standard áru egységnyi szintjét oly módon, hogy az 
egységnyi standard áru (s) előállításához éppen egységnyi munkaerőre legyen szükség! A 
termelési árak szintjét pedig úgy, hogy az egységnyi standard áru termelése esetén 
keletkező ráfordítás (As) ára egységnyi legyen! Mutassuk meg, hogy a fenti választások 
esetén a bér-ráta és a profitráta összege állandó! 
 
Szorozzuk be a termelési árak egyenletét a standard árukosárral, s-sel:  
 ps = pAs + wls + pAs, 
és standard árut meghatározó összefüggést pedig a p árakkal: 
  ps = pAs +  s pAs. 
A kettőből az azonos tagok elhagyása után azt kapjuk, hogy  
 pAs + wls =  s pAs. 
Mivel pAs = 1, és  ls = 1 
   s  =   + w 
b) Mit fejez ki a kapott összefüggésben w és  s  ? 
A standard áruban mért reálbért illetve a gazdaság általános jövedelemtermelő 
képességét (v.ö. sajátérték). 
 
17.13. feladat 
Tekintsük a Ricardo-Sraffa-féle (egyidőszakos) termelési árak meghatározását, és tegyük 
fel, hogy léteznek bázistermékek és a munkaerő nélkülözhetetlen!  
A Sraffa-féle standard áru egy olyan s  0 termékkosár, amelynek előállítása során a nettó 
kibocsátások és termelő ráfordítások vektorainak szerkezete megegyezik, azaz ezek elemeinek 
aránya minden termék esetén ugyanakkora lesz, és ezt a  s  > 0 arányt nevezi Sraffa standard 
aránynak.  
a) Írjuk fel a standard árut meghatározó összefüggést!    (2p) 
(E – A)s =  s As, illetve s =  s (E – A)1As, vagy s = (1+ s)As.  
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b) Milyen elégséges feltevések garantálják a standard áru, illetve a standard arány létezését? 
Igazoljuk!     (2p) 
 A produktivitása és a bázistermékek létezése, avagy az állandó tőke nélkülözhetetlensége, 
ugyanis  s  az (E – A)1A mátrix pozitív sajátértékének reciproka, ha más nem, a dominánsé 
ilyen lesz. 
c) Hány standard áru és arány létezhet, s mitől függ a számuk?  (1p) 
Ha léteznek bázistermékek, mint feltettük, egy mindenképpen van. Ha vannak nem bázis- 
(luxus-) termékek is, akkor több is lehet. 
d) Milyen szerepet játszik a legkisebb standard arány a termelési árak esetében? (2p) 
A termelési árak lehetséges profitrátáinak felső határa éves megtérülés esetén. 
e) Válasszuk meg az s standard áru egységnyi szintjét oly módon, hogy előállításához éppen 
egységnyi munkaerőre legyen szükség! A termelési árak szintjét pedig úgy, hogy a standard áru 
termelése esetén keletkező nettó kibocsátás értéke egységnyi legyen! Mutassuk meg, hogy a 
fenti választások esetén a bér-profit összefüggés egy lineáris függvény formáját ölti! (3p) 
Szorozzuk be a termelési árak egyenletét a standard árukosárral, s-sel:  
 ps = pAs + wls + pAs, 
és standard árut meghatározó összefüggést pedig a p árakkal: 
  ps = pAs +  s pAs. 
A kettőből azt kapjuk, hogy  
 pAs + wls =  s pAs. 
Mivel p(E – A)s =  s pAs = 1, azaz pAs = 1 / s  és  ls = 1 




























,  ahol a11, a22 és a12 pozitív. 
a) Írjuk fel a Ricardo–Sraffa-féle termelési árak képletét skalárformában névleges bérráta 
esetén! 
 p1 = (1 + )p1a11 + w, 
 p2 = (1 + )(p1a12 + p2a22) + w. 
b) Legyen a11 = 1/2; a22 = 3/5 és a12 = 1/3! Mi lesz a profitráta felső határa pozitív bérráta 
esetén? Mik lesznek ekkor a tőkeérték-arányos árak (p1 = 1 norma esetén)? 




2. a) Írjuk fel a Marx–Leontief-féle stacionárius növekedés mérlegegyensúlyi feltételeit 
skalárformában éves megtérülés és luxusfogyasztás hiánya esetére! 
 x1 = (1 + ρ)(a11 + c)x1 + (1 + ρ)(a12 + c)x2, 
 x2 = (1 + ρ)a22x2. 
b) Legyen a11 = 1/2; a22 = 3/5 és a12 = 1/3, c = 1/4! Mekkora lesz a növekedési ráta, ha nem 
termelnek luxusárukat is? És ha igen?  
ρ1 = 1/3;  ρ2 =  2/3 > 1/3, nem termelhetnek luxusárukat egyensúlyban; 
 
17.16. feladat 
Tekintsük a stacionárius egyensúly egyéves termelési ciklus és tőkemegtérülés esetén 
kapott, Marx–Leontief-féle modelljének alábbi feltételeit:  
 x = (1 + ρ) (A + ssc◦l  +  lsl◦l)x,  
 
 p = (1 + π) p(A + ssc◦l). 
Rögzítsük a termelés, illetve az árak szintjét az lx = 1, illetve psc = 1 egyenletekkel és tegyük 
fel, hogy A produktív, és a tőke és a munkaerő nem nélkülözhető ! 
Vezesse le a reálbérnek a profitrátától való függésének képletét! 
A második egyenletet 1 + π –vel elosztva, a jobb oldalon a zárójelet felbontva, az utolsó tagban 
az psc helyére 1-et írva, majd az pA tagot mindkét oldalból levonva: 
p[1/(1 + π) EA] = sl  
Ha A produktív és a tőke nélkülözhetetlen, mint általában feltesszük, akkor a tőkeérték-arányos 
árrendszer * = 1/(A) 1 legkisebb profitrátája pozitív, és az [1/(1 + π) EA] mátrix 
produktív lesz a (0, *) intervallumban (17.3.2. megállapítás). 
Mindkét oldalt  [1/(1 + π) EA]1sc -vel szorozva: 
psc = sl  [1/(1 + π) EA]1sc 
Ismét alkalmazva a psc = 1 helyettesítést, majd mindkét oldalt l  [1/(1 + π) EA]1sc –vel 
elosztva: 
s = 1/{l[1/(1 + π) EA]1sc} 
A munkaerő nélkülözhetetlensége szavatolja l[1/(1 + π) EA]1, ebből kifolyólag s és p 
pozitivitását. (lásd a könyv 501-502. oldalait!) 
 
17.17. feladat 
Tekintsük a stacionárius egyensúly egyéves termelési ciklus és tőkemegtérülés esetén 
kapott, luxusfogyasztást ( lsl◦l) is tartalmazó Marx–Leontief-féle modelljének alábbi 
feltételét:  
 x = (1 + ρ) (A + ssc◦l  +  lsl◦l)x,  
Rögzítsük a termelés szintjét az lx = 1 egyenletekkel és tegyük fel, hogy A produktív, és a 
tőke és a munkaerő nem nélkülözhető ! 
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Vezesse le a s = s( l0, ρ) fogyasztás – felhalmozás parciális átváltási görbének a képletét,  
ahol  l0, a luxusfogyasztás egy lehetséges szinten rögzített értéke ! 
  [1/(1+ ρ)E – A – lsl◦l]x = ssc,  
   x = s[1/(1+ ρ)E – A – lsl◦l]1sc, 
 lx (= 1) = s l[1/(1+ ρ)E – A – lsl◦l]1sc, 
   
 s (ρ, l) = 1/{l[1/(1 + ρ) EA  lsl◦l]1sc};   (17.3.19) 
(lásd a könyv 501-502. oldalait!) 
 
17.18. feladat 
Vezessük be a munkaerőt önálló (a nulladik) áruként, és legyen c0 és l0 az egyórai munkaerő 
újratermeléséhez szükséges ráfordítás a közönséges termékekből ill. magából a munkaerőből 
(orvos, tanító). Mutassuk meg, hogy ha a w egyórai munkabér éppen fedezi a munkaerő újra-
termelésének a költségét, akkor a munkaerő újratermelésének teljes (közvetlen és közvetett) 
termékráfordításait jelentő c vektor (1  l0)1·c0-vel egyenlő! Mi ennek a közgazdasági 
magyarázata? 
  w = pc0 + w·l0 átrendezve:  w = (1  l0)1pc0 = pc 
Ahhoz, hogy a munkaerő-ágazat a közönséges áruk termelése számára 1 órai munkaerőt nettó 
kibocsásson (1  l0)1 munkaerőt kell újratermelnie, ennek fogyasztása a közönséges árukból: 




Hogy bizonyítható a Ricardo-Sraffa modellben, hogy a reálbérek és a profitráta egymás 
rovására nőhetnek? 
A (17.3.4) képlet további átrendezésével kapjuk: 
 p = wl (EA)1[E  A(E  A)1]1 
Ez utóbbi egy alternatív módja annak, hogy az árakat a bér- és profitráta függvényeként 
ábrázoljuk, illetve határozzuk meg. Érdemes kibontani az ebben szereplő összetett Leontief-
inverz mátrixot is a Neumann-soros összefüggés alapján: 
 p = wl (EA)1[E + A(E  A)1 +{ A(E  A)1}2 + { A(E  A)1}3 + ... ]   
A kapott összefüggések alapján most is igazolhatjuk, hogy a termelési árak, normális 
feltevések mellett, mind a bérráta, mind a profitráta szigorúan monoton növekvő függvényei.” 
























 l = (1, 1),  
Mi lesz a profitráta felső határa (0) pozitív bérráta esetén (értsd szükséges fogyasztás 
vektora nem a 0 vektor), illetve a tőkeérték arányos árak (p1 = 1 norma esetén)?  
Mivel csak egymás rovására változhat a bér és a profitráta, ezért ha w=0, akkor =0. A 2/ 
egyenletet megoldva adódik (a kisebbik ): 
 0  = 2/3;  p1 = 0;   p2 = 1 
17.21. feladat 
a) Legyen 


















 l = (1, 1), c=(1/2,0). Írjuk fel a stacionárius növekedés 
mérlegegyensúlyi feltételeit skalár formában (Marx–Leontief-féle modell)! 
 x1 = (1 + ρ)(1/4 + 1/2)x1 + (1 + ρ)(1/3 + 1/2)x2, 
 x2 = (1 + ρ)2/5x2. 
b) Mekkora lesz ekkor a növekedési ráta?  
 Ha x2 =0, akkor ρ1 = 1/3; ha x2>0, akkor ρ2 = 3/2 kellene 2 egyenlet szerint. Vagyis a 
növekedés stacioner egyensúlyban 1/3 és nem termelnek luxusjavakat.  
 
17.22. feladat 
Vizsgáljuk általános formákat használva a Sraffa és Leontief esetben a reálbér-profit görbe 
alakját (konkáv-konvex), és azt, hogy függ-e ez és hogyan a paraméterek értékekétől! 
 Sraffa esetében: c = 1 – (1 + )r11  (lineáris) 
















 (konvex, ha  > -1) 










Hogyan definiáltuk egy (K, R, l) együtthatókkal (B=R) adott Neumann–Leontief-
technológia esetén a ráfordítás-minimalizáló technikákat, illetve árrendszereket?  
árak:  w > 0,   p  0,  p = (1 + )pRk  + wlk,  pK  (1 + )pR + wl 
technológia: a fentiben szereplő Rk, lk együtthatókkal adott tevékenységek együttese 
 
b) Milyen megállapításokat implikál egy fenti típusú árrendszer létezése, ha sem a munka, 
sem a tőke nem nélkülözhető?   
pozitív  profitráta és w bérráta mellett eleget tevő árak szükségképpen pozitívak,  
az (1 + )Rk együttható mátrix produktív, 
lehetséges  profitrátáknak létezik véges felsőhatára (0 ) 
 
c) Milyen elégséges feltevések mellett lesz egy Neumann–Leontief-technológiával adott 
gazdaság stacionárius egyensúlyának árrendszere szükségképpen ráfordítás-minimalizáló! 
 
A munkaerő és minden termék nélkülözhetetlen a felhasználásban. 
 
d) Bizonyítsuk be!   
Mivel az egyensúlyban minden termékre szükség van, ezért kell lennie legalább egy olyan 
Leontief-technikának, legyen ilyen, mondjuk, a k-adik, amely esetén p = (1 + )pRk  + wlk. 
Beláthatjuk, hogy az utóbbi tevékenység-együttes által meghatározott csúcsponti megoldás 




a) Legyen adott az alábbi Neumann–Leontief-technológia! 
K =  ,    R =   ,  l = . 
A fenti technológia két Leontief-technikát tartalmaz. Elemezzük a két Leontief-technika 
által meghatározott Ricardo–Sraffa-féle termelési árakat! Mi lesz a profitráta felső határa az 
egyik és a másik technika alkalmazása esetén? 0,3865 és 0,3785 Ábrázoljuk egy ábrán a bér-



















































ugyanakkora profitráta esetén? (Vigyázzunk, a görbék csaknem egybeesnek, csak a 3-4. 
tizedesben lesznek eltérések értékeik között!) 
 
 
Az árak és a bérráták közel azonos görbék mellett alakulnak, az ábrán alig lehet kivenni a 
különbségüket. Az alábbi táblázatból azonban látható, hogy ha kevéssel is, de a 0,1 <   < 2 
szakaszban a második technika valamivel hatékonyabb (az első technikával előállítva a gabona 
valamivel drágább lenne): 
   
 w pg
1,00 0,0012 -0,0014 
1,02 0,0008 -0,0010 
1,04 0,0005 -0,0006 
1,06 0,0003 -0,0004 
1,08 0,0001 -0,0002 
1,10 0,0000 0,0000 
1,12 -0,0001 0,0001 





























1,16 -0,0001 0,0002 
1,18 -0,0001 0,0001 
1,20 0,0000 0,0000 
1,22 0,0001 -0,0002 
1,24 0,0002 -0,0004 
1,26 0,0004 -0,0006 
1,28 0,0006 -0,0009 
1,30 0,0008 -0,0013 
1,32 0,0010 -0,0016 
1,34 0,0012 -0,0021 
1,35 0,0013 -0,0023 
1,36 0,0015 -0,0026 
1,37 0,0016 -0,0028 
 
b) Ismételjük meg az elemzést a Marx–Leontief-féle termelési árak esetén! 
Semmi lényeges változás nem lesz, ugyanis az árak ugyanazok maradnak, és  
wSraf = (1 + ) wMarx 
 
18.3. feladat 
Tegyük fel, hogy egy terméket két eljárással lehet előállítani, amelyek mindegyike csak 
különböző megelőző időszakokban felmerült munkaráfordítást igényel (Ricardói keltezett 
munkaráfordítások).  
Az egyes eljárásokban az egyes megelőző időszakokban szükséges munkaráfordítások az 
alábbiak (ahol például a -3. időszak sora a termék elkészültéhez képest 3 időszakkal korábban 
felmerült ráfordításokat mutatja): 
 
időszak 1. eljárás 2. eljárás 
-3. 2 0 
-2. 0 7 
-1. 6 0 
 
Ha egységnyi munka bére 1 $, akkor a bérmunkával termeltető vállalkozó melyik eljárást 
fogja használni akkor ha az egy időszak alatti profitráta 0%, 75% illetve 150%? 
 









0,000 8,000 7,000 
0,750 21,219 21,438 
1,5 46,250 43,750 
 
b) Mi történik a profitráta emelkedésével? Adja meg a jelenség magyarázatát! 
 
Először a 2. eljárást fogja használni, majd 75%-os profitráta körül áttér az olcsóbb 1. eljárásra, 
majd visszavált a 2. eljárásra. 
 
18.4. feladat 
Vegyünk egy olyan Neumann–Leontief-technológiát, amelyben a termékek  nemnegatív 
kibocsátási- és ráfordítási együtthatóinak (K, R) párja primálisan produktív (azaz létezik olyan 
x'  0 vektor, amely esetén (K – R)x' > 0), és az egyetlen elsődleges erőforrás (amiből az egyes 
technológiák fajlagos igényeit a d  0 vektor jelöli) nélkülözhetetlen!  
Bizonyítsuk be, hogy a fenti feltételek teljesülése esetén létezik olyan Leontief-alrendszer, 
amelynek alkalmazása a nettó kibocsátás szintjétől és szerkezetétől függetlenül mindig 
optimális lesz. 
 
Bizonyítás: Vegyük az alábbi LP feladatot, ahol a végső felhasználási igény y vektora pozitív!  
 
(LP-18.2.1) (P) (D) 
  x  0 p  0  
 (p) (K – R)x  y p(K – R)  d (x) 
  dx  min! py  max! 
 
Mivel y > 0, minden terméket termelni kell, ezért minden csúcsponti (bázis-) megoldásban 
pontosan n alapeljárás fog szerepelni, minden termék előállítására éppen egy. Válasszunk ki 
egy bázismegoldást, és jelöljük x0-val az optimális megoldásban pozitív értéket felvett 
tevékenységszintek részvektorát! Jelölje K0, R0 és d0 ezek, Ke, Re és de pedig az egyéb 
tevékenységek együtthatóit, ahol K0 = E és R0 szükségképpen négyzetes mátrix! A megoldás 
ismeretében, mintegy utólag, felírhatjuk az LP feladat induló szimplex táblázatát, elkülönítve 
és az első n helyre sorolva az optimális bázisba bevont tevékenységeket. Végezzük el ezek után 
blokkos formában az optimális megoldáshoz vezető elemi bázistranszformációkat!  
A feladat optimális megoldását jelző szimplex táblázat ennek eredményeképpen a következő 
alakot fogja ölteni. 
 
Az optimális megoldás szimplex táblázata 
  p0 xe   
x0  (E  R0)1 (E  R0)1(Ke  Re) (E  R0)1y 
  d0(E  R0)1  de + d0(E  R0)1(Ke  Re)  
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Optimális táblázatról lévén szó az utolsó oszlopban nem lehet negatív, az utolsó sorban pedig 
pozitív elem, s az optimális megoldásokat az alábbi módon olvassuk ki a táblázatból: 
 
i) x0 = (E  R0)1y  0,       p0 = d0(E  R0)1  0, 
  
ii) de  d0(E  R0)1(Ke  Re) = de  p0(Ke  Re)  0. 
 
Mivel feltevés szerint y > 0, ezért x0 > R0x0, a Gale-féle produktivitási tételből adódóan R0 
szükségképpen produktív mátrix, amelynek Leontief-inverze nemnegatív. y helyébe tetszőleges 
másik y' vektort helyettesítve csak a táblázat utolsó oszlopa változik meg. Mindaddig, amíg y' 




Nem-helyettesítési tétel: Legyen K és R egy primálisan produktív Neumann–Leontief-
technológia!  
Legyen l a fajlagos munkaerő felhasználás vektora, sv a végső fogyasztás szerkezete! 
Írjuk fel az alábbi két LP-feladatot: 
(LP-2A) (P) (D) 
   u  0 v  0 
 (v) (K  R)u  sv v(K  R)  l (x) 
  lu  min! vsv  max! 
   (P) (D) 
(LP-2B)   0, x  0  w  0, p  0 
 (p) (K  R)x  ·sv   p(K  R)  w·l (x) 
 (w)  lx  1    psv  1 () 
       max! w  min! 
Mutassuk meg, hogy mindig kiválasztható abból egy olyan Leontief-típusú ráfordítás 
minimalizáló alrendszer, amelynek eljárásai sv szintjétől és szerkezetétől függetlenül mindig az 
(LP-2A, 2B) feladatok optimális megoldásai lesznek, vagyis a technológiák közötti átváltás 
felesleges. (Javallat: legyen sv = c0 egy határozottan pozitív vektor, és u0 és v0 egy csúcsponti 
megoldás. Mutassuk meg, hogy a fenti megoldáshoz tartozó bázis optimális marad tetszőleges 
sv  0 esetén.) 
 
Megoldás: teljesen analóg az előző feladatbeli bizonyítással.  
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a) Írja fel Neumann eredeti növekedési modelljének összefüggéseit! 
 Kx  (1 + ρ) R˘x,   (E1) 
 pKx = (1 + ρ) pR˘x,   (K1) 
 pK  (1 + π) pR˘ ,   (E2) 
 pKx = (1 + π) pR˘x,   (K2) 
K + Ř > 0, p1 = 1 , 1x = 1,  (1 + ρ) =  > 0, , (1 + π) =β  > 0. „bár nem kötötte ki explicite, 
de teljesen nyilvánvaló, hogy K1 > 0, azaz K minden sorában van legalább egy pozitív elem”. 
b) Melyik feltevés biztosította Neumann eredeti növekedési modelljében, hogy a kibocsátott 
termékek összértéke pozitív legyen?  
„Neumann ennek teljesülését az řij + kij > 0 feltevéssel biztosította”, azaz K + Ř > 0 
c) Hogyan módosította Neumann modelljét a Kemeny, Morgenstern és Thompson szerző-
hármas? 
pKx > 0, K1 > 0 (azaz j kij > 0 minden i-re), és 1Ř > 0 (azaz  i řij > 0 minden j-re). 
c) Ez a módosítás megengedi, hogy az (Ř, K) technológia dekomponálható legyen. 
 
19.2. feladat 
a) Milyen feltevéseket tett Neumann a K és Ř együtthatókra? Mi ezek közgazdasági 
jelentése, és mit szavatoltak az elfogadott feltevések? 
minden figyelembe vett jószág termelhető: K1 > 0 (azaz j kij > 0 minden i-re), és  
K + Ř > 0 
lesz egyensúlyi megoldás,  
a növekedési tényező és kamattényező értéke megegyezik, és  
az utóbbiak értéke egyértelműen meghatározott. 
b) Hogy módosultak ezek a feltevések a modell KMT-változatában? Mi az utóbbiak 
közgazdasági jelentése? Milyen következménye volt a változásnak a modellre és az egyensúlyi 
megoldásokra? 
A) K1 > 0, azaz minden figyelembe vett jószág termelhető, 
B) 1Ř > 0, azaz  nincs kibocsátás ráfordítás nélkül. 
A modellt ki kellet egészíteni a pKx > 0 feltétellel, 
megszűnt a közös növekedési tényező és kamattényező egyensúlyi értékének egyértelműsége. 
c) Hogyan általánosítottuk a KMT-feltevéseket a Marx–Neumann-modell esetén? Milyen 
következménye volt az utóbbi változásnak a modellre és az egyensúlyi megoldásokra? 
A) következtében lesz lehetséges pozitív növekedési tényező, B) következtében a lehetséges 
növekedési tényezők halmaza felülről korlátos lesz, illetve 
B) következtében lesz lehetséges pozitív kamattényező, A) következtében a lehetséges 
kamattényezők halmaza alulról korlátos lesz 
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d) Hogyan általánosítottuk a KMT-feltevéseket a Marx–Neumann-modell esetén? Milyen 
következménye volt az utóbbi változásnak a modellre és az egyensúlyi megoldásokra? 
A pKx > 0 feltétel helyett pc = psc > 0 
a munka nélkülözhetetlensége feltevés már önmagában garantálja, hogy a tőke, azaz a 
ráfordítások nem nélkülözhetők 
c egyes értékeinél előfordulhat, hogy a modellnek nincs megoldása 
 
19.3. feladat 
a) Mit fejeznek ki a  a Neumann-modell Kemény, Morgenstern és Thompson –féle 
változatában szereplő K1 > 0 (azaz j kij > 0 minden i-re), és 1Ř > 0  (azaz  i řij > 0 minden 
j-re) feltételek? 
A) minden figyelembe vett jószág termelhető: K1 > 0 (azaz j kij > 0 minden i-re), és 
B) nincs kibocsátás ráfordítás nélkül: 1Ř > 0 (azaz  i řij > 0 minden j-re). 
 
b) Mik a Neumann-modell ún. komplementaritási feltételei, és mit fejeznek ki?  
A termékek mérlegegyensúlyi feltételeit ezért már Neumann is gyenge egyenlőtlenségekkel, 
és a már ismert komplementaritási megkötésekkel írta elő: 
(E1) j kijxj  j řijxj,   (K1) j pikijxj = j piřijxj  (i = 1, 2,  , n),  
az egyensúlyban többlettel rendelkező termékek ára szükségképpen nulla (szabad javak). 
Az egyensúlyi árrendszer szükséges feltételei így az alábbiak lesznek:  
(E2) i pikij  βj piřij,   (K2) i pikijxj = βj piřijxj (j = 1, 2,  , m), 
Az egyensúlyban nem használják azokat az eljárásokat, amelyek egyéni megtérülési rátái 
nem érik el az egyensúlyi árak mellett elérhető legnagyobb rátát, az egyensúlyi kamatrátát. 
 
19.4. feladat 
 a) Írja fel Neumann eredeti növekedési modelljének (E1), (E2), (K1), (K2) összefüggéseit, és 
további kikötéseit!    (3 pont) 
 Kx  (1 + ρ) R˘x,   (E1) 
 pKx = (1 + ρ) pR˘x,   (K1) 
 pK  (1 + π) pR˘ ,   (E2) 
 pKx = (1 + π) pR˘x,   (K2) 
K + Ř > 0, p1 = 1 , 1x = 1,  (1 + ρ) =  > 0, , (1 + π) =β  > 0. „bár nem kötötte ki explicite, 
de teljesen nyilvánvaló, hogy K1 > 0, azaz K minden sorában van legalább egy pozitív elem”. 
b) Bizonyítsa be, hogy ha p és x kielégítik az (E1) és (E2) feltételeket, továbbá pR˘x > 0 (azaz 
a kibocsátás összértéke pozitív), akkor ρ  π, azaz a növekedési ütem nem lehet nagyobb a 
kamatlábnál!    (2 pont) 
Könyv 616. oldal: „Szorozzuk be rendre az (E1)-ben levő egyenlőtlenségeket a hozzájuk tartozó pi 
(kiegészítő) változókkal, és adjuk össze őket. Eredményül a pKx  pR˘x egyenlőtlenséghez 
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jutunk. Összegezzük ehhez hasonlóan az (E2) feltételek xj változókkal képzett szorzatait. Ekkor 
pKx  βpR˘x egyenlőtlenséget kapunk. A két egyenlőtlenséget összekapcsolva az alábbi gyenge 
egyenlőtlenségi láncot kapjuk:  
 pR˘x  pKx  βpR˘x.” 
 
Mivel pR˘x > 0, ezért az pR˘x  βpR˘x egyenlőtlenségben    β szükségképpen. 
 
c) Bizonyítsa be, hogy ha p és x kielégítik az (E1) és (E2) feltételeket, továbbá pR˘x > 0, és ρ = 
π, akkor teljesülnek a komplementaritási feltételek!   (1 pont) 
Az pR˘x  pKx  βpR˘x egyenlőtlenségek a  ρ = π , azaz  = β esetén éppen egyenlőséggé 
válnak, amelyben az első egyenlőség éppen a (K1), a második egyenlőség pedig a (K2) 
komplementaritási feltétel. 
d) Bizonyítsa be, hogy ha p és x kielégítik az (K1) és (K2) feltételeket, továbbá pR˘x > 0, akkor 
ρ = π !      (1 pont) 
Mivel a (K1) és (K2) egyenlőségek bal oldala azonos (pKx), ezért a jobb oldalak is azonosak 




Hogy kezeli az állóeszközöket a Neumann-modell? 
Az állóeszközök kapcsán pedig feltette, hogy azok teljes felhasznált mennyiségét 
elszámolják a ráfordítások között, a termelési folyamatból kikerülő, egy időszakkal korosabb 
válfajuk mennyiségét pedig a kibocsátások között. (Ezzel az ábrázolási móddal már 
találkoztunk a II. részben, ezt vettük igénybe a dinamikus Leontief-modell összefüggéseinek 
intertemporális felírása során.) A korosabb állóeszközök termelékenysége, és így egyensúlyi 
ára jellemzően csökken, és ez határozza meg értékcsökkenésüket, nem pedig a pótlásuk mértéke 
(az amortizáció), mint Leontief modelljében. 
Emiatt a termelési költség és az árbevétel ’bruttó’ módon jelenik meg Neumann modell-
jében. A költségek nemcsak az elhasznált termelési eszközök (anyagok) értékét tartalmazzák, 
hanem a lekötött állóeszközökét is. Az árbevételbe pedig beszámítjuk a folyamatból egy idő-
szakkal korosabb formában kilépő, elvben még tovább használható állóeszközök értékét is.” 
 
19.6. feladat 
Hogy ábrázolja a Neumann-modell az amortizációt? 
Az állóeszközök kapcsán pedig feltette, hogy azok teljes felhasznált mennyiségét 
elszámolják a ráfordítások között, a termelési folyamatból kikerülő, egy időszakkal korosabb 
válfajuk mennyiségét pedig a kibocsátások között. (Ezzel az ábrázolási móddal már 
találkoztunk a II. részben, ezt vettük igénybe a dinamikus Leontief-modell összefüggéseinek 
intertemporális felírása során.) A korosabb állóeszközök termelékenysége, és így egyensúlyi 
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ára jellemzően csökken, és ez határozza meg értékcsökkenésüket, nem pedig a pótlásuk mértéke 
(az amortizáció), mint Leontief modelljében. 
Emiatt a termelési költség és az árbevétel ’bruttó’ módon jelenik meg Neumann modell-
jében. A költségek nemcsak az elhasznált termelési eszközök (anyagok) értékét tartalmazzák, 
hanem a lekötött állóeszközökét is. Az árbevételbe pedig beszámítjuk a folyamatból egy idő-
szakkal korosabb formában kilépő, elvben még tovább használható állóeszközök értékét is.” 
 
19.7. feladat 
a) Mi a munka nélkülözhetetlenségének definíciója egy tetszőleges K (nettó) kibocsátási, 
és nemnegatív Ř teljes körű felhasználási együtthatókkal adott Neumann-gazdaságban? 
A munka nélkülözhetetlen egy tetszőleges K (nettó) kibocsátási, és nemnegatív Ř teljes 
körű felhasználási együtthatókkal adott Neumann-gazdaságban, ha lx > 0, valahányszor Kx  
 Ř x, ahol  > 0 és x  0 
b) Mikor mondjuk, hogy a tőke nélkülözhetetlen egy Neumann-gazdaság esetén?  
tetszőleges K nettó kibocsátási, és nemnegatív Ř teljes körű felhasználási együtthatókkal 
adott Neumann-gazdaság esetén a tőke nélkülözhetetlen, ha 1Řx > 0, valahányszor Kx  
Řx, ahol  > 0 és x  0 (eszközlekötés nélkül nem folytatható újratermelés). 
 
19.8. feladat 
Írjuk fel a Neumann-modell KMT változatát és a modell megoldását szavatoló KMT-
feltevéseket! 
(Neumann – KMT)  > 0, x  Sm, p  Sn (N0) 
 Kx  Řx (N1) 
 pK  pŘ (N2) 
 pKx > 0 (N3) 
ahol K, Ř  0 , továbbá 
A) minden jószág termelhető: K1 > 0, és  
B) nincs kibocsátás ráfordítás nélkül: 1Ř > 0. 
 
19.9. feladat 
Legfeljebb hány egyensúlyi (növekedési ill. kamat-) tényező létezhet a Neumann-modell 
Kemény, Morgenstern és Thompson –féle változatában (KMT-feltevések mellett)? 
Ennek következtében eltérő egyensúlyi tényezővel rendelkező megoldások is előállhatnak. 
A KMT szerzőhármas megmutatta, hogy a lehetséges egyensúlyi tényezők száma legfeljebb 




Egyensúly esetén mekkora lesz a pŘx szorzat értéke a a Neumann-modell Kemény, 
Morgenstern és Thompson –féle változatában (KMT-feltevések mellett)? 
Szorozzuk be rendre az (E1)-ben levő egyenlőtlenségeket a hozzájuk tartozó pi (kiegészítő) 
változókkal, és adjuk össze őket. Eredményül a pKx  pR˘x egyenlőtlenséghez jutunk. 
Összegezzük ehhez hasonlóan az (E2) feltételek xj változókkal képzett szorzatait. Ekkor pKx  
βpR˘x egyenlőtlenséget kapunk. A két egyenlőtlenséget összekapcsolva az alábbi gyenge 




Írja be az alábbi táblázat hiányzó rubrikáiba a sor elején megnevezett jellemzőnek a 
Leontief- és Neumann-modellekre vonatkozó tulajdonságait! 
 





















exogén pótlási igény 
 














Bizonyítsa be, hogy a Neumann-modell Kemény, Morgenstern és Thompson -féle 
   Kx  Řx (N1) 
   pK  pŘ (N2) 
   pKx > 0 (N3) 
változatában teljesülnek a pKx = pÂx komplementaritási feltételek ! 
Szorozzuk be rendre az (N1)-ben levő egyenlőtlenségeket a hozzájuk tartozó pi (kiegészítő) 
változókkal, és adjuk össze az így kapott egyenlőtlenségeket. Összegezzük hasonlóképpen az 
(N2) feltételek xj változókkal képzett szorzatait. A kapott két egyenlőtlenséget összekapcsolva 
az alábbi egyenlőtlenségi láncot kapjuk:  
 ij piřijxj  ij pikijxj  ij piřijxj, 
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ami nyilván csak szigorú egyenlőség fennállása esetén teljesülhet. 
 
19.13. feladat 
a) Mik a Neumann-modell külkereskedelem tekintetében nyílt változatának 
(általánosításának) az együttható mátrixai és változói ? 
A Neumann-modell külkereskedelem tekintetében nyílt változata, amelynek az együttható 










































x~ ,  v,~ pp  , 
ahol a szokott jelöléseknek megfelelően v az árfolyam, z export, u import, pwe és pwm pedig az 
áraik. 
b) Tegyük fel, hogy a külkereskedelmi cserékre a termelési periódus végén kerül sor, a 
gazdaság nem adósodhat el, és nem halmoz fel devizakészleteket!  
Írjuk fel az egyensúly feltételeit az így definiált nyílt, kis Neumann-gazdaság esetére 
(közönséges termékek és deviza szerint szétbontva)!     
     > 0, x, p  0, u, z  0 (0) 
   Kx + u  z  Řx (P-k) 
   pwez  pwmu  0 (P-d) 
   pK  pŘ (D-k) 
   p  vpwm  0 (D-m) 
   vpwe  p   0 (D-e) 
   pKx > 0 (KMT) 
c) Írjuk fel annak a követelményét, hogy a (kibővített) kibocsátási és ráfordítási együttható 
mátrixai eleget tesznek a ráfordítások (a tőke) nélkülözhetetlensége feltevésének!   
1Řx > 0, valahányszor Kx + u  z  Řx és pwez  pwmu  0, ahol  > 0 és x  0, u, z  0. 
(Általánosabban: x, u, z  0, x1 + u1 + z1 > 0.) 
d) Mutassuk meg, hogy ha az alapmodell K és R˘ mátrixai eleget tesznek a KMT 
feltevéseknek, akkor a szokásos 0 < pwe  pwm feltevés szavatolja, hogy a devizajószág is 
termelhető és a ráfordítások nélkülözhetetlenek, azaz az alapmodell feltevéseit ezzel 
kiegészítve a nyílt modellben is teljesülnek a KMT feltevések!     
A) A devizajószág is termelhető: K1 > 0. Legyen z  0 és u = 0! pwez  pwm0 > 0. x = 1, 
z és u = 0 esetén tehát minden jószág kibocsátása pozitív.  
 B) Azt kell megmutatni, hogy xR1 ~
~




és x~  0, ahol  > 0, 
azaz 
 30 
Kx + u  z  Řx és pwez  pwmu  0, x, u, z  0 és x1 + u1 + z1 > 0.)  
Ehhez pedig, a KMT feltevések teljesülése esetén, elegendő megmutatni, hogy x ≠ 0, ha 
fennállnak a fenti feltételek, akkor ugyanis 1Řx > 0.   
Tegyük fel, hogy x = 0! Ekkor u1 + z1 > 0. De u nem lehet egyedül félig-pozitív, mert akkor 
a devizamérleg negatív lenne. Mivel pedig z  0, ezért x  0 szintén (az exportra menő terméket 
























a) Írjuk fel a Neumann-modell egyensúlyát jellemző feltételeket skalárformában a 
megadott adatokkal!  
Rutin feladat! 
2 x1
 + 2x2  (1 + ρ)[(1 + c)x1 + (1/3 + c)x2], 
 2x2  (1 + ρ)3/2x2. 
b) Határozzuk meg az egyensúlyi megoldásokat rendre c-nek 1/3 és 4/3 értéket adva!  
4/3 esetén  = 1/5, x1 = 0, x2 = 1, p1 = 1, p2 = 0; 
1/3 esetén  = 1/2, x1 = 1, x2 = 0, p1 = 1, p2 = 0; (kérem ellenőrizni!) 
c) Elemezzük általában a reálbér és a profitráta viszonyát és ábrázoljuk a bér-profit 
átváltási görbét! 

































Legyen (1, x1, p1) és (2, x2, p2) a Neumann-modell két különböző egyensúlyi megoldása. 
Mutassuk meg, hogy p2Kx1 = 0 szükségképpen, ha 2 < 1, azaz az első egyensúlyi 
megoldásban termelt javak a második egyensúlyi megoldásban (ha termelik őket) szük-










Mik a (Moroshima által elnevezett) Marx–Neumann-féle modell egyensúlyi alapfeltételei? 
Könyv 659. oldal: „Morishima (1969) nyomán Marx–Neumann-modellnek fogjuk nevezni 
a cs = ssc fogyasztási együtthatók bevezetésével kapott Neumann-modellt, amelynek két 
egyensúlyi alapfeltételét az alábbi egyenlőtlenségekkel írhatjuk fel: 
 Kx  (1 + ρ) (R + ssc◦l)x, 
 pK  (1 + )p(R + ssc◦l).  
Ezeket természetesen itt is ki kell egészíteni a változók előjelére és szintjére vonatkozó 
kikötésekkel, illetve a közgazdasági szempontból értelmetlen megoldások kiszűrésére szolgáló 
további feltételekkel. Morishima az 1x = p1 = 1 normalizálási szabályokkal és a pKx > 0 
(KMT-3) feltétellel egészítette ki ezeket, tehát a KMT szerzőhármas megoldását vette alapul. 




a) Írjuk fel a stacionárius egyensúly KMT-feltételeit egy olyan Marx–Neumann-modellben, 
amelyben K = E, Ř = R + c◦l, ahol c, l  0, és c = (1  l 0)1·c0.   
    α > 0,   x  0,  p  0, 
  x  Řx = (R + c◦l)x, 
  p  pŘ = p(R + c◦l),  
     lx = 1, w = pc = 1. 
b)  Mi lenne a fenti modell KMT-lezárású változata? Melyiknek, mikor létezik megoldása? 
Mi lesz a viszony a két modell megoldásai között? 
KMT-lezárás esetén: 1x = 1, p1 = 1, és pKx > 0, azaz az x és a p vektorok normalizálási 
szabályában, illetve a pozitív értékek ez utóbbiakkal összefüggő előírásában van eltérés. 
a KMT-lezárású Marx–Neumann-modellnek tetszőleges s > 0 esetén létezik megoldása,  
az MN-lezárás esetén kapott megoldás (x és p értékét megfelelően átszintezve) a KMT-
lezárású modellnek is megoldása lesz, de ez fordítva nem áll fenn, mert előfordulhat, hogy s 
adott értéke mellett a KMT-lezárású modellnek csak olyan megoldása van, amelyben psc = 0. 
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c) Tegyük fel, hogy vannak mind bázis (létfenntartó), mind luxustermékek. Írjuk fel az a)-
ban adott modell egyensúlyi (primális és duális) feltételeit a létfontosságú és luxustermékek 
szerint felbontva! Milyen tulajdonságok jellemzik a teljes körű ráfordítási együtthatók 
blokkjait?   
  x1  (Ř11x1 + Ř12x2), q2  Ř22x2, 
  p1  p1Ř11, p2  (p1Ř12 + p2Ř22). 
 Ř11 irreducíbilis, Ř12  0, sőt x1 > 0, valahányszor x2  0, és Ř22 = R22. 
d) Legyen a luxustermékek algazdasága irreducíbilis! Hány egyensúlyi növekedési pálya 
létezhet, s mikor a fenti modellben a KMT-feltételek mellett, és mi jellemzi az egyensúlyi meg-
oldásokat?     
Legyen 1 és 2 a két algazdaság saját profit-, ill. növekedési potenciálja, ahol k = 1/(Rkk) 
– 1. 
Két egyensúlyi megoldás létezhet. Mindig megoldás a létfenntartó algazdaságéból kapott: 
(M1)    = (1+1),    x = (x1*, 0)   és    p = (p1*, p2),  
ahol x1*, p1* > 0, és arányaikban egyértelműen meghatározott, p2 értéke általában nem egyértel-
műen meghatározott, de p2 = 0 mindig lehetséges, és van p2 > 0  megoldása is. 
Ha 1 > 2, akkor létezik egy másik megoldás is, éspedig 
(M2)    = (1+2),     x = (x1, x2*)   és    p = (0, p2*), 
ahol x2*, p2* > 0, és arányaikban egyértelműen meghatározott, x1 > 0 szintén, de nagysága nem 
egyértelműen meghatározott, vannak olyan megoldásai is, amelyek esetén a létfontosságú ter-
mékekből többlet keletkezik. 
 
20.3. feladat 
a) Írjuk fel a stacionárius egyensúly KMT-feltételeit egy olyan Marx–Neumann-modellben, 
amelyben K = E, Ř = A + c◦l, ahol c, l  0. 
     α > 0,   x  0,  p  0, 
   x  Řx = (A + c◦l)x, 
   p  pŘ = p(A + c◦l),  
   lx = 1, w = pc = 1. 
b) Írjuk fel az így kibővített ráfordítási együtthatókkal Marx–Neumann-modell feltételeit, 
majd bontsuk azokat fel a közönséges áruk és a munkaerő szerint (jelölje x0 és p0 a munkaerő 
áru újratermelt mennyiségét és árát)! Különbözik-e a kibővített együttható mátrix alapján kapott 
modell a fenti, a) pontban felírttól? Milyen közgazdasági értelmet adhatunk neki? Mikor lehet 
















































pp   
Kibontva:  
  x0  (lx + l0x0) p0  (pc0 + p0l0) (B0) 
  x  (Ax + c0x0) p  (pA + p0l)  (B1) 
Bontsuk ki az a) összefüggéseket is: c◦l = (1  l0)1·c0◦l  
  x  (A + (1  l0)1·c0◦l)x, p  p(A + (1  l0)1·c0◦l), 
  x  (Ax + c0·x0), p  p(A + p0·l), ugyanaz, mint (B1)! 
ahol  x0 = (1  l0)1·lx, p0 = (1 l0)1pc0, 
azaz  x0 = lx + l0·x0,  p0 = pc0 + p0·l0.  (A0), más mint (B0)! 
látható: a kettő csak akkor egyezik meg, ha   = 1!! 
 A B) megoldásban az x0 munkaerő a következő időszak munkaerő-igényét definiálja, a p0 
munkabér pedig  profitot is tartalmaz, ha   > 1. Értelmetlen!! 
c) Tegyük fel, hogy vannak mind bázis (létfenntartó), mind luxustermékek. Írjuk fel az a)-
ban adott modell egyensúlyi (primális és duális) feltételeit a létfontosságú és luxustermékek 
szerint felbontva! Milyen tulajdonságok jellemzik a teljes körű ráfordítási együtthatók 
blokkjait?    
  x1  (Ř11x1 + Ř12x2), q2  Ř22x2, 
  p1  p1Ř11, p2  (p1Ř12 + p2Ř22). 
 Ř11 irreducíbilis, Ř12  0, sőt x1 > 0, valahányszor x2  0, és Ř22 = A22. 
d) Legyen a luxustermékek algazdasága irreducíbilis! Hány egyensúlyi növekedési pálya 
létezhet, s mikor a fenti modellben a KMT-feltételek mellett, és mi jellemzi az egyensúlyi meg-
oldásokat?   
Legyen 1 és 2 a két algazdaság saját profit-, ill. növekedési potenciálja, ahol k = 1/(Akk) – 
1. 
Két egyensúlyi megoldás létezhet. Mindig megoldás a létfenntartó algazdaságéból kapott: 
(M1)    = (1+1),    x = (x1*, 0)   és    p = (p1*, p2),  
ahol x1*, p1* > 0, és arányaikban egyértelműen meghatározott, p2 értéke általában nem egyértel-
műen meghatározott, de p2 = 0 mindig lehetséges, és van p2 > 0  megoldása is. 
Ha 1 > 2, akkor létezik egy másik megoldás is, éspedig 
(M2)    = (1+2),     x = (x1, x2*)   és    p = (0, p2*), 
ahol x2*, p2* > 0, és arányaikban egyértelműen meghatározott, x1 > 0 szintén, de nagysága nem 
egyértelműen meghatározott, vannak olyan megoldásai is, amelyek esetén a létfontosságú ter-
mékekből többlet keletkezik. 
 
